
 فصل چهارم

 اوضاع نسبی خط و صفحه در فضا-1

                                          P=d  ,d||P    :  موازی     

 P  صفحهو    dخط 

                                    {A }P=d  ,   d||P  متقاطع : 

 

                                                                      d    

                   dA   

 

                   PA  

 

 خط در فضادو  اوضاع نسبی -2

                    =  dd  :   d||d                            الف  موازی(  

d A                   خطd    خط   وd 

dA                          {A}    =dd                         متقاطع )ب 

 

      =dd             و         Pd                          متنافر )ج 

P                                                   d 

 دو خطی هستند که در یک صفحه نمی باشند.تنافر : تعریف دو خط م

 

 

 

 

      

A                      

                         

P 

در دو صفحه 

 جداگانه اند

 دریک صفحه است.

 الف و ب

 2ندسه ه تاد کریمیاناس بنام خدا
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 خط در فضا دو اوضاع نسبی-3

 

                                          P=: PP||P                     موازی 

                                    P=  dP    :  P||P                          صفحه  متقاطعP   و صفحهP                             

 

 

 

P                           d   

   P                         d 

 

 :  حالات مختلف نشان دادن صفحه نکته*

 

 

 

 

 

 

 

 ه قرار ندارند.فح:  حداقل چهار نقطه در فضا وجود دارند که در یک ص*نکته

 

 

 

  d   خط فصل

 مشترک

d 

d 

d 

  d 

d             o 

A 

d 

 

 

 

B      A               

C    

P 

P 

P 

P 
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 ه موازی باشد، با آن صفحه موازی است.فح: اگر خطی با یکی از خط های ص 1*قضیه 

  pd||d , d فرض : 

  d||Pحکم : 

میگذرد و  Pصفحه ای مانند  dو   dمیدانیم دو خط موازی یک صفحه را مشخص می کنند . بنابر این دو خط  

 می باشد.  d، خط   Pفصل مشترک آن با صفحه ی 

P=dP 

 :برهان خلف

                                                             {M}   = Pd                      Pd||  )اگر)خلف 

 

                                                  P M               Pd     ,      dM    

                        PPM  

                                                                                           PM 

 

                                                                                      d                           M  

 d||d                 ddM            خلاف فرض است             

                                                                                                                d              M    

 پس فرض خلف باطل و حکم ثابت است.

 

 

 

 

 

dM 

d 

 
d 

P 

 نقطه

P 
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: اگر خطی با صفحه ای موازی باشد و صفحه ای که از این خط بگذرد و موازی با صفحه ی مفروض نباشد ، 2قضیه 

 صفحه را در خطی قطع می کند که خط مفروض با آن موازی است.

  

  P =dd||P    ,     P   فرض : 

d||d   حکم : 

 :برهان خلف 

 متنافرند   -1                                                  

       d||dاگر        

  متقاطع -2                                                   

 ردارند.قرا  Pدر یک صفحه ی   dو    dمتنافر نیستند چون دو خط  -1

  قطع کنند.  Aحالت متقاطع بودن : فرض میکنیم دو خط همدیگر را در نقطه  -2

 

 

2 dA                

  { A }d   =  d 

                                    2             P A             Pd  ,dA    

           

                                           

     d||P                   PdA  خلاف فرض است.            

 

 

 

d         

d 

P 

P 

 

 2و  1

 Aهمدیگر را در نقطه ی   Pو   dیعنی 

  قطع کرده اند.

1 

2 
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رسم شود ،  dموازی      dخطی مانند    Pاز صفحه    Aموازی باشند  از هر نقطه مانند     Pو صفحه    dخط  : اگر 3قضیه 

 .است Pتماما در صفحه    dخط  

d 

 

 

 

 

 نیز قطع میکند.موازی صفحه ای را قطع کند دیگری :  اگر یکی از خطوط  4قضیه 

 

   d             d 

 d||d  ,  d||P فرض : 

 

   P||d                                                                                                                                                                  حکم: 

 بود. هد قطع نکند موازی آن خوارا  d  خط   Pبرهان خلف: اگر صفحه  

                                                                                                          d 

 

 

 

موازی صفحه ی    dواقع باشد یعنی    Pرسم شده باید بر صفحه ی    dموازی با  P  Aاز نقطه   dو چون خط 

P    . استd||P).و این خلاف فرض است    ) 

 

 

 

 

   

d                               

                                

                   

A 

P 

   d 

A 

A 

P 

P 
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 : اگر خطی با دو صفحه ی متقاطع موازی باشد ، با فصل مشترک آنها نیز موازی است. 5قضیه 

                                                                                                            d 

              =  Pd||P   ,  d||P     ,     P  فرض: 

   

d||  حکم:   

                 

 

 

 

 (  Mx ||dرسم نمود.)     dی با خط میتوان مواز   Mxفقط یک خط مانند      Mمیدانیم از نقطه 

                                                                                                         P M  

M  

                                                                                                          P M    

 رسم شده است.   dموازی با   P Mاز نقطه ی     Mxچون 

 پس:

1P        Mx     

 رسم شده است.      dموازی ، با    PMاز نقطه     Mxچون 

 

 پس:

 2          P Mx  

   =Mx                    Mx                  PPMx           1  2و  

                                                                                             

                                                                                      ||d            Mx||d        میدانیم و 

 

                   M 

x 

P 

P 
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 : اگر دو صفحه با صفحه ی سومی موازی باشد ، خود موازی یکدیگرند. 6قضیه  

P||Q   ,    P ||Q فرض: 

P||P  حکم: 

 ، پس متقاطع است. نباشد   Pموازی    Pبرهان : اگر 

 رسم شده که غیر ممکن است.  Qدو صفحه موازی  P و  Pو از  هر نقطه فصل مشترک 

 

 

 

 

 رسم کرد.  Pیک و تنها یک صفحه میتوان موازی   Pخارج صفحه   Oدقت: از هر نقطه 

 

 

 

 

: اگر دو صفحه ی متمایز موازی باشند و صفحه ای یکی از آن ها را قطع کند آنگاه دیگری را نیز قطع نموده و  7قضیه  

 دوصفحه مزبور دو خط موازی اند.  فصل مشترک های آن

   

  Q  =  dP||P      ,    P   فرض : 

                                               Q  =  d     ,    d||d P   حکم : 

 

 

 

 

 

             d     

 

   

 

P 

P 

Q 

O 

P 

                 d 

P 

P 

Q 
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هردو با  Qو  Pع نباشند پس موازی خواهند بود . بنابر این دو صفحه ی متقاطع متقاط   Qو   Pبرهان: اگر دو صفحه ی 

 رسم شده و این ممکن نیست  Pدو صفحه ی موازی با صفحه ی   dموازی خواهند بود یعنی از هر نقطه خط   Pصفحه ی 

 

 الف( متنافر           :   d||dاما اگر ---

 ب( متقاطع                                      

 در یک صفحه قرار دارند .   dو  dالف( متنافر نیستند چون 

 ب( متقاطع بودن :

 P P              Ad  ,   dd = {A}                   Ad              d||d 

 

 PP              Ad     ,    dA                                                               

   P                   P||P           PAخلاف فرض است.

 که با یک صفحه موازی هستند ، بر صفحه ای موازی با آن صفحه قرار دارند.همرسی  : همه خطوط  8قضیه 

 

رسم  dو  dطوط را موازی خ Oyو    Oxخطوط   O در نظر می گیریم از نقطه  Pرا در صفحه ی  dو   dبرهان: دوخط 

 را مشخص می کند. Pصفحه ی   Oyو    Oxمیکنیم . دو نیم خط 

صفحه ی دیگر موازی می دانیم طبق شرط توازی دو صفحه هر گاه دو خط ناموازی از صفحه ای با دو خط ناموازی از 

 P ی از خطوط صفحه ی موازی با یک  Pرا در صفحه ی   Ozموازی اند و حال اگر نیم خط  P و P باشد ، آن دو صفحه 

 قرار می گیرد. Pتماما در صفحه ی  Ozرسم کنیم ، 
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 ؟شرط توازی خط و صفحه چیست: سوال

 موازی باشد.P  موازی است اگر و تنها اگر با یکی از خطوط صفحه  Pبا صفحه ی  dجواب : خط 

    

 ؟شرط توازی دو صفحه چیست  :سوال

و خط متقاطع از صفحه ای با دو خط متقاطع از صفحه دیگر موازی باشند آن دو صفحه         جواب : هر گاه د

 موازی اند.

 

 

 

 : پاره خط های موازی محصور بین دو صفحه ی متوازی ، مساویند. 9قضیه 

 PP   / A  , BBAA||BB ,       A, فرض : 

 AA =BBحکم : 

 

و با  ABو  Pصفحه ای را مشخص می کنند که فصل مشترک آن با صفحه ی   BBو   AA برهان: دو خط موازی 

    می باشد . می دانیم دو صفحه ، صفحه ی سومی را قطع می نماید. فصل مشترک دو   AB و   Pصفحه ی 

 این :ی مذبور موازی اند بنابر صفحه

AB||AB 

 

 

                 

P 

P 
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 : بنا به فرض  

        ABBA: AA||BB          متوازی الاضلاع  

AB||AB 

 یک صفحه ی متوازی مساویند. و: پاره خط های متوازی محصور بین یک خط  11قضیه     

P      ,        AA||BBA,B   d ,  d||P      ,    A,B فرض : 

    AA = BBحکم  : 

صفحه ای را مشخص می کنند که فصل   BBو  AAبرهان : دو خط موازی صفحه ای را مشخص می کنند بنابر این 

  .خواهد بود AB خط  Pمشترک آن با صفحه ی 

              d||P               AB||AB 

       AA||BB                       بنا به فرض                   

      A               B 

d  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

AA=BB 

 ABBA AA = BB متوازی الاضلاع

      

   A                  B 

                                  

    

P 
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: صفحه های متوازی بر خط هایی که آن ها را قطع می کنند ، پاره خط هایی ایجاد می کنند که نظیر به  11قضیه 

 نظیر متناسبند.

    P||P||Pفرض : 

   AB   =   A B حکم : 

             

می دانیم اگر خطی یکی از دو صفحه ی موازی را قطع . وصل می کنیم   P Cرا به   P Aبرهان : نقطه ی 

قطع می کند و اگر صفحه ای دو صفحه ی  Mدر نقطه  را Pصفحه ی  ACپس خط  کند دیگری را نیز قطع می کند.

 متوازی را قطع کند فصل مشترک آن دو صفحه ، دو خط موازی اند.

  

                 AB       AM  P||P ,     AAC     ,  MB||AA 

                                                                                  B C      MC   

 

    ACC  ,   BM||CC                                           AB       AM قاطعP||P     ,         

                                                                                                                   BC       MC 

 

                                               L                     L 

       AB                AB  

               BC      BC 

 

 

 

 

 

 

 

 

B C BC 

 تالس

 قاطعصفحه  

 بنا به تالس

 A                                 A 

                                          

B                                       B 

C                                           C   

M 

P 

P 

P 
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 )مهم(: تعریف زاویه دو خط متنافر*

 دوخط متنافر رسم شده باشد. زاویه حاده یا قائمه ای است که از یک نقطه موازی

 

 x         d1 

                                  O 

           d2 

                         y 

 تعریف خط  و صفحه عمود بر هم :

 خط را عمود بر صفحه می گویند هر گاه بر هر خط دلخواه از آن صفحه عمود باشد.

                                 d 

                                                                                  d      L 

PL                                                                                  

                                              

عمود  Pعمود باشد ، بر صفحه  Pبر دو خط ناموازی صفحه  هرگاه خطی مانند     : 12قضیه 

                                                                                                                                       است. 

    P    ,   d1||d2P    , d2d1 فرض :    

 P                                                   حکم 

 

   Pبا صفحه ی    اگر محل برخورد. ست از صفحه عمود ا d3بر خط      برهان : کافی است ثابت کنیم خط  

 P صفحه ی در  رسم می کنیم.  d1 , d2 , d3را موازی  Ox , Oy , Oz سه نیم خط   Oبنامیم و از نقطه   O  را 

 قطع نماید . A , B , Cرا در نقاط  Ox , Oy , Ozخطی چنان رسم می کنیم که سه نیم خط 

زاویه بین دو خط 

 d2و  d1 متنافر

                                    L 

P 

    d      P 
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 ( OM = OM )را چنان اختیار می کنیم که :               Mو  M، نقاط   روی خط  Oدر طرفین نقطه 

                                      M 

 

C                                    O      

                                             OC  عمود منصفMM .است 

 

 داریم : AMMصفحه ای فرود می دهیم در صفحه مثلث  Aو نقطه  MM*بر خط 

                   OA  عمود منصفMM  است  OM = OM 

OA        MM   

 

 داریم : BMMصفحه ای فرود می دهیم در صفحه مثلث   Bو نقطه  MM*بر خط 

OM = OM 

OB                                                          عمود منصفMM .است        

OB       MM 

 داریم :     AMBو    AMBبرای دو مثلث *

AM = AM 

  BM = BM                                               AMB = AMB                       AMB = AMB                                                   

    AB = AB مشترک  

 داریم :  AMC و  AMCبرای دو مثلث * 

AM = AM 

AMC = AMC               MC  = MC                                                                                              AC  = AC 

AMB = AMB 

  

       

 

 

AM = AM 

M 

BM = BM 
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             Mc = Mc 

    OM = OMداریم 

  P                                                                                                                                  

 

 ثابت کنید اگر یکی از دو خط موازی بر صفحه ای عمود باشد دیگری نیز بر آن صفحه عمود است.تمرین : 

 

   d||d  ,  d    P        O1 = 90   فرض : 

   d     Pحکم :                                                                                            

 

 

چون اضلاع متناظر شان موازی   O1 , O2را موازی هم رسم میکنیم و زوایای   Oxو   Ox خطوط   Oو  O: از نقطه برهان 

 هم جهت است پس با هم برابرند.

O1 = O1 = 90 

 را موازی هم رسم میکنیم:   Oyو   Oyخطوط   Oو   Oاز نقاط 

O2 = O2 = 90 

 

      O1 = O2 = 90           d     Ox                         d        P بنابراین  : 

                                                      d    Oy         

 

 تمرین : ثابت کنید خطی که بر یکی از دو صفحه موازی عمود باشد ، بر دیگری نیز عمود است .)مهم(

                   d    

 P||P     ,    d     P فرض : 

d      P  حکم  : 

 

 

 

Oc   عمود منصف MMاست OC    

OZ || d3 d3      

OZ    

O2             O        2 

P 
X X y y 

d 
d 

موازی عریف اگر خطی بر دو خط نابنا ت

ز نی صقحه عموداز صفحه عمود باشد بر 

 عمود است.

 o 

      o 

  

y 

x 

P 

y 
x 

P 
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عمود   Pبر صفحه ی   dرسم می کنیم چون   Pاز صفحه ی   Oyو   Oxرا موازی با  Oy و   Oxدو نیم خط  Oبرهان : از نقطه 

عمود است و چون نیز    Oyو   Ox عمود است . بنابراین بر موازی آن ها یعنی خطوط  Oyو    Oxخط دو   هراست پس بر 

 عمود است. Pعمود است بنا به تعریف بر صفحه ی  P از صفحه  Oyو  Oxبر دو خط ناموازی  dخط 

 : فاصله نقطه از صفحه

 عبارت است از طول پاره خطی است که از نقطه بر صفحه عمود شده باشد.

OH فاصله نقطه =  Oاز صفحه P 

                                    

 

 

از تقاطع آنها مسطح منفرجه ای  است که زاویه ی  دو صفحه متقاطع باشند زاویه بین دو صفحهزاویه ی دو صفحه : اگر 

 پدید می آید.

 فرجهزاویه مسطح من                                                                                                     

 

 

 

 زاویه مسطح منفرجه      = 91=قائم                   ندعمودبرهم دو صفحه 

 

 

 

 

 

 

 

 پای عمود
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 قضیه : اگر خطی بر صفحه ای عمود باشند هر صفحه ای که از آن خط مفروضی بگذرد بر آن صفحه عمود است.

 

  d   

 o 

 P,       dP             d فرض : 

 P    P حکم : 

دهیم،  مرور  dرا بر خط  Pقطع می کند اگر صفحه ی  Oعمود است آن صفحه را در نقطه   Pبر صفحه ی   dبرهان : چون خط 

 Oxنیم خط   Pدر صفحه ی  Oمی گذرد . از نقطه   Oخطی مانند     خواهد بود که از نقطه   Pفصل مشترک آن با صفحه ی 

 بر      رسم می کنیم :               را عمود 

 

d     P             d 

 91=dox                               ,   d      Ox     

 

 

 است پس میتوان نتیجه گرفت که : 91زاویه مسطح منفرجه بوده و چون اندازه ی آن   doxاز طرفی 

P     P 

 

هر خط که یکی ازآن ها بر فصل مشترک آن عمود باشد ، بر صفحه ی دیگری عمود قضیه :اگر دو صفحه برهم عمود باشند 

 است.

        P     ,   d      , d    P= : P      P   ,   P  فرض 

   d       P                                                                           حکم : 

 عمود می کنیم.  بر خط   Pرا در صفحه ی  Oxنیم خط  Oبرهان : از نقطه 

  = dox  90    نتیجه می شود :               P        P    زاویه مسطح بود و چون      doxزاویه 

        x 

p 

p 

چون    در صفحه 

P .است 
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dox =   90             d       Ox   ,     d        

 

 عمود خواهد بود. Pعمود است پس بر صفحه ی  و  Oxبر دو خط متقاطع  dدر نتیجه خط 

 IIتمرین های مربوط به فصل چهارم هندسه 

 

 وسط یال های آن ، در یک صفحه ی موازی قاعده قرار دارند .م ، ثابت کنید در یک هر -1

 

             S 

                          PN||AB     عکس تالس                                            SAB :                                              

M                  P 

              N 

C                            A 

                 NM||BC            عکس تالس                                                SBC :                               B 

 

 

 

   و                                         است. ABCموازی مثلث  PNMمثلث  

 

 دو به دو متقاطع باشند ، ثابت کنید این سه خط یا در یک صفحه قرار دارند یا همرسند. L3  و L2و  L1اگر سه خط  -2

 باشد ، حکم برقرار است. Pدر صفحه ی  L3را می گذرانیم اگر   Pصفحه ی  L2و  L1برهان : از دو خط 

 را در نقطه ی مشترک  Pمتقاطع است پس صفحه ی  L2و   L1با   L3نباشد ، چون  Pدر صفحه ی  L3در صورتی که 

L1  وL2   قطع می کند زیرا در غیر اینصورت باید صفحه را در دونقطه متمایز قطع کند یعنیL3  تماما در صفحه یP  

 قرار می گیرد که این خلاف فرض است.

 

SP 

SA 

SN 

SB 
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2 
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 با دیگری هم موازی است.اگر صفحه ای با یکی از دوخط موازی ، موازی باشد ، -3   

d                                                                    

                                                       

   d||           , P||فرض : 

 

   P||dحکم : 

 

 

 است در نتیجه: d||Lاست پس   ||dموازی است چون   Lمانند  Pاست پس خط        با یک خط صفحه ی   ||Pچون  

 

P||d 

 عمود کنید )طریقه ی رسم را توضیح دهید(  L، صفحه ای بر خط  Lروی خط  Aاز نقطه ی -4

در  A می نامیم . از نقطه ی P2و  P1بی شمار صفحه بگذرانیم دوصفحه ی متمایز از این صفحه ها را  Lمی توانیم از خط 

رسم   Lرا عمود بر  L2، خط  P2در صفحه ی  Aرسم می کنیم به طور مشابه از نقطه  Lرا عمود بر  L1خط  P1صفحه ی 

بر صفحه ی  Lبر هردوی آن ها عمود است .طبق قضیه اساس تعامد ، خط  Lمتقاطعند و خط L2و  L1میکنیم. خط های 

 صفحه ی مطلوب است.نیز عمود است این صفحه ، همان  L2و  L1گذرنده از 

 

 

 

 

 را رسم کنید.)روش رسم را توضیح دهید( P، خطی موازی  Pخارج صفحه ی   Aابتدا از نقطه ی -5

 سپس مشخص کنید چند خط میتوان از یک نقطه ی مفروض ، موازی یک صفحه مفروض گذراند.

 

 

 

                                                                 

L                                      

  
P 

  A 

P1 
P2 
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 سوال امتحان نهایی:

با یکی از خط های   L .رسم می کنیم Lرا موازی  Lخط  ، A  از نقطه ی را رسم می کنیم سپس  Lخط دلخواه  Pدر صفحه ی 

 موازی است. Pبا صفحه ی  Lموازی است پس خط  Pصفحه ی 

 می توان رسم کرد.   Pبه موازات صفحه ی  Aبی شمار خط از نقطه ی  -

           A 

 

 

 

 عمود باشد )با رسم شکل( Pرانید که بر صفحه ی بگذ Lعمود نباشد صفحه ای از خط  Pبر صفحه ی   Lاگر خط  -6

 را میگذاریم  Qصفحه ی  Lو   dرسم می کنیم از دوخط متقاطع  Pرا عمود بر صفحه ی  dخط   Lروی خط   Aاز نقطه دلخواه 

 است. Pاست پس بر صفحه ی  dشامل خط  Qچون صفحه ی 

  

 موازی است. Pبا صفحه ی  Pت کنید هر خط عمود بر صفحه ی بر هم عمود باشند ثاب Pو  Pاگر دو صفحه ی  -7

                                                          d 

 : P    P     ,   d         P  فرض 

    d||P                      حکم : 

 

 

   P   ر دارد به طوریکه :قرا P  در صفحه ی      پس خطی مانند   P        P چون   

 

                   P 

 d||P    d||   

          d    P 

P 

P 

P 
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 قضیه : اگر دو صفحه ی متقاطع بر صفحه ای عمود باشد ، فصل مشترک  آنها نیز بر آن صفحه عمود خواهد بود.

 

                                P = :  P فرض 

P      Q    ,   P       Q 

                                       Q        حکم   : 

 (OH       Qوارد می کنیم.) Qرا بر صفحه  OHعمود  Oرا بر فصل مشترک دو صفحه انتخاب کرده از  Oنقطه  برهان:

 

P  P     ,   OH        Q              OH  Q   ,    O P       

P  P     ,   OH        Q              OH  P       Q   ,    O  

 

 Q                   OH=            P = POH                           

                                                                                                                                               OH      Q 

 

 تمرین : اگر صفحه ای بر یکی از دو صفحه موازی عمود باشد بر دیگری هم عمود است.

 

 

                               P||P      ,      P        Qفرض : 

                                                P       Q   حکم : 

ایجاد  QOخط  QPعمود است ، زاویه مسطح آن قائم خواهد بود . با رسم زاویه مسطح  Qبر  Pی برهان: چون صفحه 

 رسم می کنیم. dرا موازی با  dخط  Pدر صفحه ی  Oرا قطع می کند از نقطه  Pصفحه ی  Oمی شود که در نقطه 

Q =90               P        QP               d||d  , d      Oo          d       Oo 
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 *تعریف صفحه ی عمود منصف یک پاره خط : 

 صفحه ای را که در وسط یک پاره خط بر آن عمود باشد، صفحه ی عمود منصف آن پاره خط می نامیم.

 قضیه : )صفحه ی عمود منصف(

 که از دوسر آن پاره خط به یک فاصله اند. کان هندسی نقاطی از فضا استصفحه ی عمود منصف یک پاره خط ، م

                                    

C                                   

 

                               A                                                                B 

 

 Hرا  ABباشد وسط پاره خط   ABصفحه ی عمود منصف پاره خط  P دو نقطه متمایز در فضا ،  B  و Aکنید  برهان : فرض

عمود CHمی گذرد خط   A,B,Cباشد ، در صفحه ای که از سه نقطه  Hنقطه ای از این صفحه و متمایز  Cمی نامیم اگر 

 است: ABمنصف پاره خط 

AC = BC                                                                                                                                                

 قضیه : عمود مشترک دو خط متنافر یکتا است.

 

 )برهان خلف(

 L و    'Lی باشد که با صفحه ا Pدر نظر بگیرید اگر  'A'Bو  ABدو عمود مشترک مانند  'Lو   Lبردو خط متنافر 

 موازی است.

 .عمود است Pبر صفحه  'A'Bو  ABکه موازی اند یک صفحه را مشخص می کنند( پس دو خط  'Lو  L)هردو خط 

در یک صفحه  'Lو  Lیک مستطیل است یعنی خط های   'ABB'Aموازی اند. بنابراین چهار ضلعی  'A'Bو  ABپس  

 . ستقرار دارند و این خلاف فرض ا

 چون دو خط متنافر باید در دوصفحه جداگانه باشند()


